Teoremas de funciones derivables y continuas

Teorema de Rolle

Si una funcion es:
Continuaen [a, b]
Derivable en (a, b)

Y se cumple que f(a) = f(b)

Entonces, existe algun punto ¢ €(a, b) en el que f'(c) = 0.

TN

a c b
La interpretacion grafica del teorema de Rolle nos dice que hay un punto en el que la tangente es
paralela al eje de abscisas.
Ejemplos

1. Estudiar si se verifica el teorema de Rolle en el intervalo [0, 3] de la funcion:

22X sl 04x <1
fix) = .
- +3 S l1dwd3

En primer lugar comprobamos que la funcién es continua en x = 1.

fl1y =2
fim2x=2 fim [—x+3):2
=1 =1t

En segundo lugar comprobamos si la funcion es derivable en x = 1.

2 IR
P (x) - SJI x
-1 st 1< w3

fF(17) =37
Como las derivadas laterales no coinciden, la funcion no es derivable en el intervalo (0, 3) y por

tanto no se cumple el teorema de Rolle.

2.¢Es aplicable el teorema de Rolle a la funcién f(x) = In (5 — x%) en el intervalo [-2, 2]?



En primer lugar calculamos el dominio de la funcion.
5-x%>0 D = (N5, -+5)

La funcion es continua en el intervalo-P, 2] y derivable en (-2, 2), porque los intervalos estan

(5, ~5)

contenidos en .

Ademas se cumple que f(—2) = f(2), por tanto es aplicable el teorema de Rolle.

-2C
5-c*

=0 c=0

3.Comprobar que la ecuacion x’ + 3x + 3 = 0 tiene una Gnica solucién real.
La funcién f(x) = x’ + 3x + 3 es continua y derivable en E.

Teorema de Bolzano.

f(-1)=-1

f(0)=3

Por tanto la ecuacidn tiene al menos una solucion en el intervalo (-1, 0).
Teorema de Rolle.

f(x)=7x°+3

Como la derivada no se anula en ningun valor esta en contradiccion con el teorema de Rolle, por
tanto s6lo tiene una raiz real.

Teorema de Lagrange o del valor medio

Si una funcién es:
Continuaen [a, b]
Derivable en (a, b)

Entonces, existe algun punto ¢ €(a, b) tal que:

) - f(f?;:;*(ﬂ)

Hb) - ¢ ()

La interpretacion geométrica del teorema de

Lagrange nos dice que hay un punto en el que la o
tangente es paralela a la secante. /1
El teorema de Rolle es un caso particular del
teorema de Lagrange, en el que f(a) = f(b). ]
. c b
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Ejemplo
¢Se puede aplicar el teorema de Lagrange a f(x) = x> en [-1, 2]?

f(x) es continua en {1, 2] y derivable en (-1, 2) por tanto se puede aplicar el teorema del valor
medio:

g;%%:fmq Flc)=3  3F-3
c=1¢e(-1,2) c=-1g(-1,2)

Teorema de Cauchy

Si fy g son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), existe un punto ¢ €(a, b) tal que:

fib)-fla) _f(c) g(bj-g(a)=0
g(b)-g(3) g'(c) g(c)=0

El valor del primer miembro es constante:
f'(c)

k_m f'ic)=kg'(c)

La interpretacion geométrica del teorema de Cauchy nos dice que existen dos puntos (c, f(c)) y (c,
g(c)) de las curvas f(x) y g(x), tales que la pendiente de la tangente a la curva f(x) en el primer punto es k
veces la pendiente de la tangente a la curva g(x) en el segundo punto.

Al teorema de Cauchy también se le suele denominar teorema del valor medio generalizado.
Ejemplo

Comprobar si se cumplen las hipétesis del teorema de Cauchy para las funciones f(x) = x® y g(x) =
x + 3 en el intervalo [0, 2].

Las funciones f(x) y g(x) son continuas en el intervalo [0, 2] y derivables en (0, 2), por ser
funciones polindmicas.

Y ademas g(0) # g(2).
L1 2 c-0
1+1  3c*

Como g' (0) =0 no se puede aplicar el teorema de Cauchy.

Regla de L'Hopital
Si fimf(x)=4img(x)=0 ,endondefy gson derivablesenunentornodeay
K= 3 X3
F(x) f(x)

Existe  lim—— , este limite coincide con  lim——
x>z (] [x) r—a Q[X)
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Es IimM = Iim@ decir:
= E g(x:l X—}E'g [x)
. - - _ f(x]
Para aplicar la regla de L'Hopital hay que tener un limite de la forma , Ilmﬂ
X g x

donde a puede
indeterminaciones:

0

[
0 e
Ejemplos

Hmln(zxz - 1:|

=1 tg[x— 1)

In (2x2 - 1)

N x-1) -

. In [Exz - 1)

=1 tg(x-1)

lim

1-cos(x -

ser un numero o infinito, y aparecer las

_ 0
0
dx

i 2x° -1
>£H1+tgz (x -1

=4

1)

x—l (Im»{)2

lim

1-cos(x-

1

x—sl [|n x)z

lim

1-cos(x -

_0
0

1) sen(x-1) _ i €98 (x-1)

. 1
= lim

H—=1 2

(Inx)

2Inx vl 2-2Inx 2

X X

x—=1




lim
x—=l xz
2

cos x-1 0O
lim = —
K==l xz 0

. coszx -1 . —2C08 X5enx

lim —/——__— = |im -
x—=0 X x—=0 2x

= lim (senzx - cc-szx) =-1
x>0

Indeterminacién infinito menos infinito

En la indeterminacion infinito menos infinito, si son fracciones, se operan con comun
denominador.

Ejemplo:

r

lim |cotgx -
x—=l

2|

L !

r

lim |cotgx -
x—l

H|

L !

XCO08 X — 521X lim COS X — X5enX —Cos X
=0 X S5enx x—=0 58X + X005 X

. — X EENX . —5eNN — X COS X 0
i i = 5 =]

X¥—=05enNy + X 005X x—=»0C05X + COS5X + Xoohy

Indeterminacion cero por infinito

La indeterminacion cero por infinito, se transforma del siguiente modo:

limA-B= iy
B
Ejemplo:
lim [ Inx)

O

XILF%+[X Inx)=0(~=)



Inx o

lim [xlnxj: im =2 =2
x—=0* x—=0r l o
X
1
In x ™ .
lim —-—=-—%X_ - lim-x=0
x—=0F l _i x—=07*
x x<

Indeterminaciones 00 oo 1®

En las sin determinaciones cero elevado cero, infinito elevado a cero y uno elevado a infinito; se
realiza en primer lugar las siguientes operaciones:

fimu’ A=u"
In 4 =Inu” InA =vInu A =gviny
fimevnv = ")
=3
Ejemplos
1
lim (2 )5
x—s0t
1 1
lim (2x)x = 0= = 0"
=
1 L infzx
A=(2x)x |r~.A=%|n[2x) A=eX (&)
1 limLinf2x
lim (2x)x = ex*X (2] —a®_ 1 _ 0
X¥—Or a”
3
lim (cos2x)x*
XK=l
3
lim {cos2x)x? =1%
X—=sl
3 3
A= (cosEx)XZ InA= x—zln[mszx)
3In(cos2x )

A=g X



3 3In[cos2x | Tcosow
lim [cos2x)x* = lim e X = lime 2x =
X¥—=0 X0 X0
—6tg2x -12[1+tgF2x )
=lime 2¢¥ =lime 2 e ®
X—=0 x>0
. SEM X
fim(cotg x) = "
x—0
SEen X
A= [cotgx) In A = senx/n(cotg x)
A= esenx.’n[cntng
fnfcotgx)
fim (cotgx ™7 = lim i e T
x—=0 =0
—cosecty
) cotgx : -
i ————— . cosectxsenty ﬁﬂmsxmsx i SENE
a et — ex—:':l cos x cotgy —a senx =ex—mmszx — eIII =1
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